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II Prova - Matematica
Classe V — Sez. Unica

Soluzione

Problemi. Risolvi uno dei due problemi:

Problema 1.

Un produttore di candeline tea light vuole produrre un nuovo tipo di candela colorata che
abbia una parte inferiore di forma cilindrica ed una parte superiore avente la forma ripo r-
tata in Figura 1, che si connetta perfettamente a quella inferiore, come mostrato inFigura
2:

Figura 1.

Figura 2.

I.  Stabilisci, motivando adeguatamente la risposta, quale delle seguenti funzioni pu”
rappresentare adeguatamente il profilo della parte superiore della candela:

Ja—x se0<x<a
Jat x se —a<x<O0

2. y=a—x*in %\/5; \/af)écon aeR _;

1. y= conacR_;

3. y=a—[X in[-a’; a*| conacR_,.
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Utilizzando IOespressione analitica trovata, studia eventuali punti di singolarit™ del
profilo della parte superiore della candela.

i. Per consentire IOinserimento dello stoppino al vertice della candela, * necessario che
IOangolod in Figura 1 non sia maggiore di 30j. Determina di conseguenza i possihi-
li valori del parametro a. !

jii.  Attribuendo allQaltezza e al raggio della parte cilindrica i valori rispettivamente di 8
e 2, in unOopportuna unit™ di misura, determina il volume totale della candela. Da
questo dato dipenderanno il peso e il costo di produzione della candela stessa. !

Il produttore deve inscatolare le candele in confezioni da 3 e da 4 candele, posizionand le
candele in verticale, con le basi circolari disposte in modo da occupare il minor spazio pos-
sibile. Si prevedono due possibili configurazioni per posizionare le basi circolari delle ca n-
dele allQinterno delle scatole, rappresentate irFigura 3:

7N
\ |/
JAVEN AL
NN/ NN/
Configurazione 1 Configurazione 2

Figura 3.

iv.  Fornisci una valutazione numerica dellOefficienza dei due confezionamenti, calo-
lando il rapporto tra area occupata dalle basi circolari delle candele inserite nella
scatola e area disponibile in ciascuna delle due configurazioni. Tale rapporto deve
essere espresso in percentuale. Ai fini del calcolo, considera che le celle poligonali
evidenziate in grigio sono rispettivamente un triangolo equilatero e un quadrato.

Risoluzione.

I. Stabilisci, motivando adeguatamente la risposta, quale delle seguentifunzioni pu”
rappresentare adeguatamente il profilo della parte superiore della candela:

Ja—x se0<x<a
Jat x se —a<x<O0

2. y=a—x*in %\/5; \/af)écon aeR _;

1. y= conacR_;

3. y=a—[X in[-a’; a*| conacR_,.

Utilizzando IOespressione analitica trovata, studia eventuali punti di singolarit™ del
profilo della parte superiore della candela.

PoichZ la funzione ammette un punto angoloso per x= 0, scarto IQipotesi 2. (funzione
ovunque derivabile).
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J/(zJ_) sex<0
2\x|\/r "1(2Vx) sex# 0

y!(az):" 1/(2a), contro IQipotesi del raccordo con il corpo della candela.

LOipotesi 3. d° y!'=

Il profilo quindi * ben rappresentato dallQipotesi 1. visto che ammette un punto angoloso
in x=0 e limy’ =Foco. LOespressione analitica della sua derivata prima

x—+a

se0< x<a

1
/_ 2\Na—x
1

| Jat x

se —a< x<0

ii. Per consentirelQinserimento dello stoppino al vertice della candela, * necessario che
IOangolod in Figura 1 non sia maggiore di 30;. Determina di conseguenza i possib-
li valori del parametro a.

Chiamo f la funzione dellOipotesi 1. di i.. Noto chef- pari e quindi basta imporre che

' $lim s L f. a3
l!rglf()#tan($30°). $)IC||02\/a$—x i 2\/_ \/_ INPE Y #o

iii.  Attribuendo allQaltezza e al raggio della parte cilindrica i valori rispettivamente di 8
e 2, in unOopportuna unit” di misura, determina il volume totale della candela. Da
guesto dato dipenderanno il peso e il costo di produzione della candela stessa.

Il volume della parte cilindrica della candela « V_=72°8= 327 . PoichZ la canctla deve
avere raggio 2, a= 2. Il volume della punta della candela ¢ il volume del solido di rot a-
zione generato da una rotazione completa della funzione f(x) in [0; 2] attorno allOassey:

poichZ y=f(x)=v2—x— f'(y)=2—y* in [O; x/E] ovvero Vp:!"oﬁ(Z! y2)2dy:

4, 1,7 32
dy—=y+ Zy®| =222, Quindi il volume totale della
3° 5 ), 15

= 7rff(4—4y2+ y*)dy= 7

candela ¢ V:VC+Vp=g(l5+\/E)! I 110.
15

iv. Fornisci una valutazione numerica dellOefficienza dei due confezionamenti, calco-
lando il rapporto tra area occupata dalle basi circolari delle candele inserite nella
scatola e area disponibile in ciascuna delle due configurazioni. Tale rapporto deve
essere espresso in percentuale. Ai fini del calcolo, considerache le celle poligonali
evidenziate in grigio sono rispettivamente un triangolo equilatero e un quadrato.

Confezione 1. € un parallelepipedo a base rettangolare con un spigolo di base pari a qua-
tro volte il raggio di una candela, 44, e IOaltralvedi figura alla pagina seguente) pari a un
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raggio pie |Oaltezza del triangolo equilatero di lato due raggi pie un altro raggio:
a+tav3+ a=(2+ \/§)a.

LOarea di base del parallelepipedo -4(2+x/§)a2 mentre |Oarea di base delle tre candelear

le 37a’.
LOarea occupata dalle candele, in percentuale, <! az/(4(2+ x/g)az)-100= 75(2—x/§)! !
I 63,13%.

Confezione 2. é un parallelepipedo a base quadrata di spigolo di base pari a 4a. LOareai
base del parallelepipedo « 162> mentre |Oarea di base delle quattro candele valedra®.

LOarea occupata dalle candele, in percentuale, 4! az/(16a2)-10(): 25! ~78,54% .

Come si poteva intuire, ¢ pie efficiente il secondo tipo di confezionamento.
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Problema 2.

Consideriamo la funzione f:! —! | cos" definita:

f(x)=In (aéb" + c)
al variare di a, b, c parametri reali positivi.

I.  Verifica che, comunque si scelgano i parametri, si ha:!
f'(x)>0 Ix" R, f'(x)>0 Ix" R.

ii.  Verifica inoltre che, comunque si scelgano i parametri, la funzione f ha un asintoto
orizzontale, per x — —oo, € un asintoto obliquo, per X — +oo; determina a, b, c in

modo che |Qasintoto orizzontale,per x — —oo, sia la retta di equazione y=0 e
|Oasintotoobliquo, per x — + oo, siala retta di equazione y= x.

iii.  Dimostra che ponendo a=b=c=1siha x< f(x)<e", Ix" R.

iv.  Verifica inoltre che ponendo a=b=c=1 e detta A |Qarea della parte di piano co-
presa tra il grafico della funzione h(x): f(—|x\> e |[Oasse del riferimento cartesiano,
sihathe A<2.
linoltre, a partire dalle caratteristiche del grafico della funzione #(x), determina un
numero reale !, quanto pie grande possibile, tale che A> S.!

Risoluzione.

I.  Verifica che, comunque si scelgano i parametri, si ha:!
f'(x)>0 Ix" R, f'(x)>0 Ix" R.

bx

X . n . b
Data f(x)zln(a-eb -l—c) con a, b, c! ; +" § risulta che f!(x):aibxe+c>0 e f'(x)=
X bx X
:gbb( —i—C)e —2 e _ ab2cebx2>(),lx"R
<a e —|—c> (a e™ +c)

ii.  Verifica inoltre che, comunque si scelgano i parametri, la funzione f ha un asintoto
orizzontale, per x — —oo, € un asintoto obliquo, per x — +oo; determina a, b, c in

modo che |Qasintoto orizzontale,per x — —oo, sia la retta di equazione y=0 e
|Oasintotoobliquo, per x — + oo, siala retta di equazione y= x.

PoichZ lim f(x):lnc, la funzione fhaun asintoto orizzontale di equazione y=Inc.

PoichZ  lim f(x)=+o0, limM:

X—+00 x—+oo x

c
In[ebx[u+ —

ebx

H pbx
Zlim Py e lim ( f(x)# bx)=

X—+00 a-ebx _|_ c o xl +"

+oo
400

]—bx]: Jim (In(ae™) —bx)= lim (Ina+ Jae™ — bf)= Ina,

la funzione fhaun asintoto obliquo di equazione y= bx+ Ina.

= [+oo—oo]= lim

x—+ 00
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é richiesto che

glnc 0 =1
% "b=1.

%na 0 =1

iii.  Dimostra che ponendo a=b=c=1siha x< f(x)<e", Ix" R.

a4 Ho che 1n<€ +1)>x—>ln(ex(1+efx))>x—>M+1n<1+e*X)>X—> In(1+ €*)> 0"

—e ' >0— Ix"R;

aho che In(e“rl)<eX eit In(t+1)<t; considerando la funzione g(t)=In(t+1)—t per
te0; +oof: poichZ Illixg}g(t):o e g’(t):—tJ%l<O Lt" ) +# ¢ risulter”  g(t)<0

It" §; +# ¢(g OparteO da zero e poi decrescepvvero In(t+ 1)<t It" §; +# ¢

iv.  Verifica inoltre che ponendo a=b=c=1 e detta A |Qarea della parte di piano co-
presa tra il grafico della funzione h(x): f(—|x\> e |[Oasse del riferimento cartesiano,

sihathe A<2.
Inoltre, a partire dalle caratteristiche del grafico della funzione #(x), determina un

numero reale S, quanto pie grande possibile, tale che A> S.

Dato h(x)= ln( e+ 1) basta verificare che:

+
I Jix<2 f (x)dx <1 lim | In(e +1)dx <1.
Ma, visto il punto precedente, fln e*' +1)dx<fe’x dx=—e"+c¢ (monotonia
dellOintegrald, per cui lim $f1n(e“+l)dx< lim e#"go ! lim tln(e#"+1)dx<
+" B o+

ﬂli{g(#e#t)+1! lim |n( +1)dx<1.

t—+00

Studio la funzione h(x)= ln( Py 1)
a ha dominio D, = R, « pari, sempre positiva,
a poichZ lim h(x) = 0, h ammette un asintoto orizzontale di equazione y= 0;

x—x 00

—X

a poichZ, perx> 0, I'(x)=— " <0, h risulta essere crescente in§ " ; 03 e ammette un

e+
punto di massimo (assoluto) M (0; In 2);

"y

e

a poichZ, perx> 0, h!(x)= ( : )
e "+1

~> 0, hrisulta essereconvessain R\ {0} .

a grafico qualitativo di h:
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h
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-2 -1 0 1 2 3

Osservo che il grafico di tale funzione « simile a H(x)= In2¢ ** con a! §; +" %

bl
Vedo se esiste o tale che H(x)<h(x)! In2e ™ <ln( |‘Jrl) CIn2se <In(t+1)!
—t* < log,(t+1).
Considero la funzione G(t)=t —log,(t+ 1) per t€]0; 1): ho che limG(#)=0, G()=0 e
t!

1 _at"In2+at” 'In2" 1
(t+1)In2 (t+1)In2

Gl(t)=at "

_ i t—log, e " b - "
Osservo che per! =1 ho che G'(t)= le< 0 't" #; 1§ quindi G(t)<0 !'t" §; 1§
Dunque la disequazione iniziale * vera per ! =1.

Osservoinoltre che:
aper! >1 hoche H(x)< ]nZe’M, quindi otterrei unOapprossimazione pie grezza;

a per0< o< 1 i grafici di h e H o hanno un punto di intersezione in comune per x>0
(posso provarne |Oesistenza applicando il Teorema di esistenza degli zeri alla funzione co-

tinua G(t)) oppure H(x)>h(x) (basta applicare il ragionamento fatto per il caso ! = 1).

Omﬂ#ffﬂfwazm2##1ﬂkﬁx=mnﬁﬁmm%?“dx:!””ZWn%Mﬁz

a B+

_2In2.. ( gt 1) 2In 2, percui A>2In2.

| t—-+o0

In definitiva 1,39! 2h12<A<2.
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Questionario. Risolvi cinque dei dieci quesiti:

1. Si dispone di due dadi uguali non bilanciati. Lanciando ciascuno dei due dadi, le
probabilit”™ di uscita dei numeri 1, 2, 3 e 4 sono pari a k, mentre le probabilit™ di
uscita dei numeri 5 e 6 sono !pari ak/2 . Determinare il valore di k e stabilire qual «

la probabilit” che, lanciando i due dadi contemporaneamente, escano due numeri
uguali tra loro. !

Risposta. P(X =1,2,3,4,5,6)=1— k+k+k+k+k/2+k/2=1—k=1/5.
Considero le VA discrete X: Olanciando il primo dado escexO eY: Olanciando il secondo

dado esceyQ con x,y =1,2,3,4,5,6. € richiesta la probabilit™:

6 :iP(X:iﬂY:i):iP(X:i)-P(Y:i):i-l—g:i.

PIl (X=inY=i)
25 10 25

i=1

2. Determinare il raggio della sfera di centro C(2; 2; 2) tangente al piano di equazio-
ne x+2y+z=12.

Risposta. Indicati con ! il piano e con r il raggio della sfera data, ho che
2+22+2!'1

r =dist(; C):‘ et a:izg\/é_
J1+224+1 J6 3

3. Considerando la funzione f:R — R definita come;:

—x?/4+ 2x sex<4

e+ 3 sex>4

o

determinare I0angolo formato dalle tangenti nel punto angoloso del grafico della
funzione. !

Risposta. f+ continuain ! e derivabilein ! \ {4} . PoichZ f(4)=4 e

f’(x){ —X/2+2 sex<4

—et sex>4

lim f#(x): 0 e lim f"(x):#l. Quindi i coefficienti angolari delle rette tangenti al grafico
x! 4 x4t

di f nel punto angoloso sono 0 e —1, corrispondenti a un angolo rispetto al semiasse pos-
tivo delle ascisse paria! e —! /4 rispettivamente. Quindi IOangolo richiesto ha ampiezza
3r/4.

4. Calcolare la derivata della funzione f(x): xas$n x , adoperando la definizione di d e-
rivata. !
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Risposta.

(x+h)sin(x+h)—xsinx L

_ (x+ h)(sin xcosh+ cosxsin h)— xsin x
lim =

=lim —
h—0 h h—0 h
. . . A" coshge inh ) . .
:hlh(l)m nxcosh - X si x—l—(x—i—h) - cosxf=sinx -+ xcosx, dove si sono usati i
limiti notevoli lim1 cosh =0e ”m5|_nh: 1.
1] ho h

5. Determinare |Qarea della superficie compresa tra il grafico dellafunzio ne:

2x+1
= et

le rette y=2, x=5 e lI0assg. !

, _ o 2(x*+ x+1)" (2x+ 1)’
Risposta. Osservo che f « decrescente in !0; 5, infatti f!(x)= =

(x2+ x+ 1)2 )

2x*+2x! 1 11— _
i Mef/(x)zo per —1,371 —1=¥3 21+ 3
(X* +x+1) 2

10,37.

PoichZ f(0)= 1, f(x)< 2 vx€|0; 5. Quindi IOarea richiesta *

n > " > 2x+1 ° ~
(2t f(x))dx= 0%! mf‘dx:}@x! In(x*+x+1): =10 In31~6,57.

6. Determinare |0equazione della retta tagente al grafico della

funzione
f(x)=x-¢"" Inel suo punto di flesso.!

Risposta. f!(x)=(1" x)e* e f!(x)=(x" 2)e*. f ammette un punto di flesso F(2; Ze’2> e
ivi la retta tangente al suo grafico ha equazione t:y—2e* = f/(2)(x—2) - t:y=(4—x)e™.

7. Lavariabile casuale x ha densit” di p robabilit” data dalla funzione:
1/3  se0<x<1/2
f(x)=1 7/12 se 1/2<x<3/2 ;
/2 se3/2<x<2

determinare la media e la mediana della variabile casuale x.

Risposta. La media vale =1 xf(x)dx= 1 x/3dx+ 1 7x/12dx+ | x/2dx= /636 +
isposta. La me |avaeu—_ox(x) x= 1 xf3dx+ | 7x/12dx+ | x/2dx= g¢ /6y
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/2 2 1 (21 7 9 11
et g G
Per determinare la mediana ¢, trovo la fu nzione di ripartizione:
s 0 sex<0
X/3 se0! x<1/2
(7x+2)/12 sel/2<x! 3/2 .
S (2x+3)/4 se 32! x! 2

sex>2

R
=

Ho che F(q1/2)=

8. Determinare le coordinate dei punti nello spazio che giacciono sulla retta perpend i-
colare nel punto (1; 1; 1) al piano di equazione 2x! y! z=0, a distanza 6 da tale
piano. !

Risposta. Chiamo = il piano dato; allora r (2; -1 —1). La retta r perpendicolare a 7 nel
punto dato ha equazione parametrica

1]
—_

+ 2t

2
—t conte! .
t

—:
N < X
]

1
1

é richiesto di trovare le coordinate dei (due) punti su r, della forma R(1+ 2t; 1! t; 1! t),

\2 (1+ 2t) - (1 t) (1-1) _ 8t _ ¢ S e
\/22 = =6 - —lf=V6—t=2+6.
Dunque i punti sono P (1' 2\/_ 1+ \/_ 1+ \/_) PJE(1+ 2\/6; 1—\/6; 1_JE)_

tali che dist(P,; !)

9. Considerando la funzione f(x)= (ax+ 1)/x !definitain ! e avaloriin ! , mostrare

che le tangenti al suo grafico nei punti di ascissabl e 1 sono parallele alla bisettrice
del secondo e del quario quadrante, indipendentemente dal valore del parametro a.
Individuare inoltre il valore minimo del parametro a per cui la tangente al grafico
nel punto di ascissa 1 forma con gli assi cartesiani un triangolo di area maggiore di
3.

Risposta. PoichZ f(x)= a+ 1/x, f'(x)=—1/x* non dipende dal valore di a.

La bisettrice del secondo e quarto quadrante ha coefficiente angolare B1 e
fI(" 1)=" 1= fY(1).

PoichZ f()=a+1 e fi(1)="1, t:y! (a+1)=! (x! )" t:y=! x+a+2. Tale retta in-
terseca gli assi in A(0; a+ 2) e B(a+ 2; 0).
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LOarea del triangoloAOB, dove O(0; 0), » A(a)= %(a+ 2)*. Si chiede il valore minimo di a

per cui A(a)>3: %(a+2)2>3! (a+2)2>6! "J6<at+2<6! "\6" 2<a<+/6" 2.

Tale minimo non esiste.

10. Dimostrare che la derivata della funzione ! f (x) = € « la funzione f!(x)=a-e".

Risposta. Considero a un parametro reale. Se con Odimostrare@i intende a partire da quan-

to acquisito durante le lezioni, allora il quesito « banale: f!(x)= (eax)' = (ax)!eax = a&™ (ba-

sta conoscere la derivata della funzione esponenziale e la regola di derivazione delle fun-
zioni composte).

Altrettanto banale « osservare che f’(x) * una funzione.

Altrimenti « possibile dimostrarlo a partir e dalla definizione di derivata:
alx+h)w _ax ah n a0 ah n ah—t tn

el e e 1 . e ar , o L ox -
lim =lim e™ = alim e™ =alim e™ =a&", dove nellOultimo

n 0 h no h mo gh o t

passaggio si ¢ fatto uso del limite notevole Ii]ng = 1. Quindi f'(x)= a&™ con

X
acR\{0}.

Sea= 0 allora f(x)=1e f'(x)= lgigl;r]l: 0, dunque f'(x)= a®™ cona! ! .

Per completare la dimostrazione rimane da provare il limite notevole:
1 1 1 =Yz

lim&— 1= @fzxft lim— = = =
20 x % toin(+e D) (D imin(ee )T in(lim (e 1))

#o t

= 1 = 1:]

ln(z}ilg} (1+ l/z)z) ~ Ine
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