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Liceo Scientifico Paritario ÒR. BruniÓ Padova, loc. Ponte di Brenta, 20/09 /201 8 
 
 

II Prova - Matematica 
Classe V – Sez. Unica 

 
 
Soluzione 
 
 
Problemi. Risolvi uno dei due problemi: 
 
 
Problema 1. 
 
Un produttore di candeline tea light vuole produrre un nuovo tipo di candela colorata che 
abbia una parte inferiore di forma cilindrica ed una parte superiore avente la forma ripo r-
tata in Figura 1, che si connetta perfettamente a quella inferiore, come mostrato in Figura 
2:  
 

 
Figura 1. 

 

 
Figura 2. 

 
i. Stabilisci, motivando adeguatamente la risposta, quale delle seguenti funzioni pu˜ 

rappresentare adeguatamente il profilo della parte superiore della candela: 
 

1. 

   

y =
a−x se 0≤ x≤a

a+ x se −a≤ x < 0

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

 con     a∈!>0 ; 

2.    y = a−x2  in 
   
! a; a"
#$

%
&'
 con     a∈!>0 ; 

3. 
  
y = a− x  in    −a2 ;  a2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥  con     a∈!>0 . 
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Utilizzando lÕespressione analitica trovata, studia eventuali punti di singolaritˆ del 
profilo della parte superiore della candela.  

 
ii.  Per consentire lÕinserimento dello stoppino al vertice della candela, • necessario che 

lÕangolo  ϑ  in Figura 1 non sia maggiore di 30¡. Determina di conseguenza i possibi-
li valori del parametro  a. ! 

 
iii.  Attribuendo allÕaltezza e al raggio della parte cilindrica i valori rispettivamente di 8  

e 2, in unÕopportuna unitˆ di misura, determina il volume totale della candela. Da 
questo dato dipenderanno il peso e il costo di produzione della candela stessa. ! 

 
 
Il produttore deve inscatolare le candele in confezioni da 3 e da 4 candele, posizionando le 
candele in verticale, con le basi circolari disposte in modo da occupare il minor spazio pos-
sibile. Si prevedono due possibili configurazioni per posizionare le basi circolari delle ca n-
dele allÕinterno delle scatole, rappresentate in Figura 3:  

 
Figura 3. 

 
iv.  Fornisci una valutazione numerica dellÕefficienza dei due confezionamenti, calco-

lando il rapporto tra area occupata dalle basi circolari delle candele inserite nella 
scatola e area disponibile in ciascuna delle due configurazioni. Tale rapporto deve 
essere espresso in percentuale. Ai fini del calcolo, considera che le celle poligonali 
evidenziate in grigio sono rispettivamente un triangolo equilatero e un quadrato.  

 
 
Risoluzione. 
 

i. Stabilisci, motivando adeguatamente la risposta, quale delle seguenti funzioni pu˜ 
rappresentare adeguatamente il profilo della parte superiore della candela: 
 

1. 

   

y =
a−x se 0≤ x≤a

a+ x se −a≤ x < 0

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

 con     a∈!>0 ; 

2.    y = a−x2  in 
   
! a; a"
#$

%
&'
 con     a∈!>0 ; 

3. 
  
y = a− x  in    −a2 ;  a2⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥  con     a∈!>0 . 

 
Utilizzando lÕespressione analitica trovata, studia eventuali punti di singolaritˆ del 
profilo della parte superiore della candela.  

 
PoichŽ la funzione ammette un punto angoloso per    x = 0 , scarto lÕipotesi 2. (funzione 
ovunque derivabile).  
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LÕipotesi 3. dˆ 

   

!y = "
x

2 x x
=

1 2 " x( ) se x < 0

" 1 2 x( ) se x # 0

$

%

&&&&

'
&&&&

 ma 
   
′y −a2( )= 1 2a( )  e 

   
!y a2( )= " 1 2a( ) , contro lÕipotesi del raccordo con il corpo della candela. 

 
Il profilo quindi • ben rappresentato dallÕipotesi 1. visto che ammette un punto angoloso 
in    x = 0  e 

    
lim
x→±a

′y =∓∞ . LÕespressione analitica della sua derivata prima • 

   

′y =

−
1

2 a−x
se 0 < x < a

1
a + x

se −a < x < 0

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

. 

 
 

ii.  Per consentire lÕinserimento dello stoppino al vertice della candela, • necessario che 
lÕangolo  ϑ  in Figura 1 non sia maggiore di 30¡. Determina di conseguenza i possibi-
li valori del parametro  a. 

 
Chiamo f la funzione dellÕipotesi 1. di i.. Noto che f • pari e quindi basta imporre che 

   
lim
x! 0+

"f x( )# tan $ 30°( ) ! $ lim
x! 0+

1

2 a$ x
# $

1

3
!

1

2 a
%

1

3
! a #

3
2

! a #
3
4

. 

 
 

iii.  Attribuendo allÕaltezza e al raggio della parte cilindrica i valori rispettivamente di 8  
e 2, in unÕopportuna unitˆ di misura, determina il volume totale della candela. Da 
questo dato dipenderanno il peso e il costo di produzione della candela stessa. 

 
Il volume della parte cilindrica della candela •     Vc = π22á8= 32π . PoichŽ la candela deve 
avere raggio 2,    a = 2 . Il volume della punta della candela • il volume del solido di rot a-
zione generato da una rotazione completa della funzione   f x( )  in   0;  2⎡⎣ ⎤⎦  attorno allÕasse y: 

poichŽ    y = f x( )= 2−x→ f −1 y( )= 2−y2  in 
  
0;  2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
, ovvero 

    
Vp = ! 2 ! y2( )

2
dy

0

2

" =  

    
= π 4−4y2 + y4( )dy

0

2

∫ = π 4y−
4
3

y3 +
1
5

y5⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
0

2

=
32
15
π 2 . Quindi il volume totale della 

candela • 
     
V = Vc +Vp =

32
15

15+ 2( )! ! 110 . 

 
 

iv.  Fornisci una valutazione numerica dellÕefficienza dei due confezionamenti, calco-
lando il rapporto tra area occupata dalle basi circolari delle candele inserite nella 
scatola e area disponibile in ciascuna delle due configurazioni. Tale rapporto deve 
essere espresso in percentuale. Ai fini del calcolo, considera che le celle poligonali 
evidenziate in grigio sono rispettivamente un triangolo equilatero e un quadrato.  

 
Confezione 1. é un parallelepipedo a base rettangolare con un spigolo di base pari a quat-
tro volte il raggio di una candela, 4 a, e lÕaltro (vedi figura alla pagina seguente) pari a un 
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raggio pi• lÕaltezza del triangolo equilatero di lato due raggi pi• un altro raggio: 

   
a + a 3 + a = 2+ 3( )a . 

 

 
 
 

LÕarea di base del parallelepipedo • 
   
4 2 + 3( )a2  mentre lÕarea di base delle tre candele va-

le    3πa2 . 

LÕarea occupata dalle candele, in percentuale, • 
     
3! a2 4 2 + 3( )a2( )·100 = 75 2− 3( ) ! !  

  ! 63,13%. 
 
Confezione 2. é un parallelepipedo a base quadrata di spigolo di base pari a 4a. LÕarea di 
base del parallelepipedo •   16a2  mentre lÕarea di base delle quattro candele vale    4πa2 . 

LÕarea occupata dalle candele, in percentuale, •      4! a2 16a2( )·100 = 25! ! 78,54% . 

 
Come si poteva intuire, • pi• efficiente il secondo tipo di confezionamento.  

a 

a 

2a 2a 

2a 

"3áa 
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Problema 2.  
 
Consideriamo la funzione      f : ! → ! , cos“ definita: 

   
f x( )= ln aáebx + c( )  

al variare di a, b, c parametri reali positivi.  
 

i. Verifica che, comunque si scelgano i parametri, si ha:! 

   
′f x( )> 0     ! x " ! ,    ′′f x( )> 0     ! x " ! . 

 
ii.  !Verifica inoltre che, comunque si scelgano i parametri, la funzione f ha un asintoto 

orizzontale, per   x→−∞ , e un asintoto obliquo, per   x→+∞ ; determina a, b, c in 
modo che lÕasintoto orizzontale, per   x→−∞ , sia la retta di  equazione    y = 0  e 
lÕasintoto obliquo,  per   x→+∞ , sia la retta di equazione   y = x . 
 

iii.  Dimostra che ponendo    a = b = c = 1  si ha   x < f x( )< ex ,    ! x " ! . 
 

iv.  Verifica inoltre che ponendo    a = b = c = 1  e detta A lÕarea della parte di piano com-

presa tra il grafico della funzione 
  
h x( )= f − x( )  e lÕasse x del riferimento cartesiano, 

si ha !che    A < 2 . 
!Inoltre, a partire dalle caratteristiche del grafico della funzione    h x( ) , determina un 

numero reale ! , quanto pi• grande possibile, tale che   A > S . ! 
 
                
Risoluzione. 
 

i. Verifica che, comunque si scelgano i parametri, si ha:! 

   
′f x( )> 0     ! x " ! ,    ′′f x( )> 0     ! x " ! . 

 

Data    f x( )= ln a·ebx + c( )  con 
   a, b, c! 0; + "#$ %&, risulta che 

   
!f x( )=

ab·ebx

a·ebx + c
> 0  e   

′′f x( )=

   
= ab

b a·ebx + c( )ebx−abe2bx

a·ebx + c( )2 =
ab2c·ebx

a·ebx + c( )2 > 0 ,    ! x " ! . 

 
 

ii.  Verifica inoltre che, comunque si scelgano i parametri, la funzione f ha un asintoto 
orizzontale, per   x→−∞ , e un asintoto obliquo, per   x→+∞ ; determina a, b, c in 
modo che lÕasintoto orizzontale, per   x→−∞ , sia la retta di  equazione    y = 0  e 
lÕasintoto obliquo,  per   x→+∞ , sia la retta di equazione   y = x . 

 
PoichŽ 

   
lim

x→−∞
f x( )= ln c, la funzione f ha un asintoto orizzontale  di equazione    y = ln c . 

PoichŽ 
   
lim

x→+∞
f x( )= +∞ , 

   
lim

x→+∞

f x( )
x

=
+∞
+∞

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
:=

H

lim
x→+∞

ab·ebx

a·ebx + c
= b  e 

   
lim

x! + "
f x( )# bx( ) =

   
= +∞−∞⎡⎣ ⎤⎦ = lim

x→+∞
ln ebx a +

c
ebx

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟
−bx

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟⎟
= lim

x→+∞
ln aebx( )−bx( )= lim

x→+∞
ln a + ln ebx − bx( ) = ln a , 

la funzione f ha un asintoto obliquo di equazione    y = bx + ln a . 



 6 di 11 

é richiesto che 

   

ln c= 0

b= 1

ln a= 0

!

"

####

$
####

%

c= 1

b= 1

a= 1

!

"

####

$
####

. 

 
 
iii.  Dimostra che ponendo    a = b = c = 1  si ha   x < f x( )< ex ,    ! x " ! . 

 

á Ho che 
   
ln ex +1( )> x→ ln ex 1+ e−x( )( )> x→ ln ex + ln 1+ e−x( )> x →

   
ln 1+ e! x( ) > 0"

   → e−x > 0→    ! x " ! ; 

á ho che 
   
ln ex +1( )< ex  →

ex=t

 ln t +1( )< t ; considerando la funzione 
   g t( )= ln t +1( )−t  per 

   t∈ 0;  +∞⎤⎦ ⎡⎣ : poichŽ 
   
lim
t! 0+

g t( )= 0  e 
   
′g t( )=−

t
t +1

< 0     ! t " 0;  +#$% &' , risulterˆ 
   g t( )< 0 

   ! t " 0;  +#$% &'  (g ÒparteÓ da zero e poi decresce), ovvero 
   ln t + 1( ) < t     ! t " 0;  +#$% &' . 

 
 
iv.  Verifica inoltre che ponendo    a = b = c = 1  e detta A lÕarea della parte di piano com-

presa tra il grafico della funzione 
  
h x( )= f − x( )  e lÕasse x del riferimento cartesiano, 

si ha !che    A < 2 . 
Inoltre, a partire dalle caratteristiche del grafico della funzione    h x( ) , determina un 

numero reale 𝑆, quanto pi• grande possibile, tale che   A > S .  
 

Dato 
   
h x( ) = ln e! x + 1( ) , basta verificare che: 

   
h x( )dx

−∞

+∞

∫ < 2 →
h  •  pari

 h x( )dx
0

+∞

∫ <1→ lim
t→+∞

ln e−x +1( )dx
0

t

∫ <1. 

Ma, visto il punto precedente, 
   

ln e−x +1( )dx∫ < e−x dx∫ =−e−x + c  (monotonia 

dellÕintegrale), per cui: 
   
lim

t! +"
ln e# x +1( )dx

0

t

$ < lim
t! +"

# e# x%
&'

(
)*0

t
  !  

   
lim

t! +"
ln e# x +1( )dx

0

t

$ <  

   
lim

t! + "
# e# t( )+ 1 !

   
lim

t→+∞
ln e−x +1( )dx

0

t

∫ <1. 

 

Studio la funzione 
   
h x( ) = ln e! x + 1( ) . 

á ha dominio    Dh = ! , • pari, sempre positiva;  

á poichŽ 
   
lim

x→±∞
h x( ) = 0, h ammette un asintoto orizzontale di equazione    y = 0 ; 

á poichŽ, per    x > 0, 
   
′h x( )=−

e−x

e−x +1
< 0 , h risulta essere crescente in 

  ! " ;  0#$ %& e ammette un 

punto di massimo (assoluto) 
   M 0; ln 2( ) ; 

á poichŽ, per    x > 0, 

   

!!h x( ) =
e" x

e" x + 1( )
2 > 0, h risulta essere convessa in 

   
! \ 0{ } . 

á grafico qualitativo di h: 
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Osservo che il grafico di tale funzione • simile a     H x( ) = ln 2·e−α x  con 
   α ! 0; + "#$ %&.  

Vedo se esiste  α  tale che 
    
H x( )< h x( ) ! ln 2·e" α x < ln e" x +1( ) !

e" x =t

ln 2·tα < ln t +1( ) !  

    → tα < log2 t + 1( ) .  

Considero la funzione     G t( ) = t! − log2 t + 1( )  per 
   t∈ 0; 1⎤⎦ ⎤⎦ : ho che 

   
lim
t! 0+

G t( ) = 0 , 
   G 1( ) = 0 e 

    
!G t( )=αtα" 1 "

1
t +1( )ln 2

=
αtα ln 2 +αtα" 1 ln 2 " 1

t +1( )ln 2
.  

Osservo che per    ! = 1 ho che 
   
′G t( ) =

t− log2 e
t + 1

< 0     ! t " 0;  1#$ #$, quindi    G t( ) < 0     ! t " 0;  1#$ #$. 

Dunque la disequazione iniziale • vera per    ! = 1 . 
 
Osservo inoltre che: 

á per    ! >1  ho che    H x( ) < ln 2e−x , quindi otterrei unÕapprossimazione pi• grezza; 

á per    0< α< 1 i grafici di h e H o hanno un punto di intersezione in comune per    x > 0 
(posso provarne lÕesistenza applicando il Teorema di esistenza degli zeri alla funzione con-
tinua   G t( ) ) oppure   H x( )> h x( )  (basta applicare il ragionamento fatto per il caso    ! = 1). 
 

Ora, 
    

H x( )dx
! "

+"

#  =
H  •  pari

 2 H x( )dx
0

+"

# = 2ln 2( )álim
t$ +"

e! αx dx
0

t

# = !
2ln 2
α

lim
t$ +"

e! αx%
&'

(
)*0
t

=  

    
−

2ln 2
!

lim
t→+∞

e−! t−1( )=
2ln 2

!
, per cui    A > 2ln 2 . 

In definitiva     1,39 ! 2ln 2 < A < 2 . 
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Questionario. Risolvi cinque dei dieci quesiti: 
 
 

1. Si dispone di due dadi uguali non bilanciati. Lanciando ciascuno dei due dadi, le 
probabilitˆ di uscita dei numeri 1, 2, 3 e 4 sono pari a 𝑘, mentre le probabilitˆ di 
uscita dei numeri 5 e 6 sono !pari a   k 2 . Determinare il valore di  k e stabilire qual • 
la probabilitˆ che, lanciando i due dadi contemporaneamente, escano due numeri 
uguali tra loro. ! 

 
 
Risposta. 

   P X = 1,2,3,4,5,6( )= 1→ k+ k+ k+ k+ k 2+ k 2= 1→ k = 1 5. 
Considero le VA discrete X: Òlanciando il primo dado esce xÓ e Y: Òlanciando il secondo 
dado esce yÓ, con    x,y = 1,2,3,4,5,6. é richiesta la probabilitˆ:  

    
P X = i∩Y = i( )

i=1

6

!
⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟= P X = i∩Y = i( )

i=1

6

∑ = P X = i( )·P Y = i( )
i=1

6

∑ =
4
25

+
2

10
=

9
25

. 

 
 

2. Determinare il raggio della sfera di centro 
   C 2; 2; 2( )  tangente al piano di equazio-

ne    x + 2y + z= 12. 
 
Risposta. Indicati con  !  il piano e con r il raggio della sfera data, ho che 

    
r = dist π;  C( )=

2+ 2á2+ 2! 12

1+ 22 +1
=

4

6
=

2
3

6 .  

 
 

3. Considerando la funzione      f :!→!  definita come: 
 

   
f x( ) =

−x2 4 + 2x se x < 4
e4−x + 3 se x≥ 4

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

, 

 
determinare lÕangolo formato dalle tangenti nel punto angoloso del grafico della 
funzione. ! 

 
Risposta.  f • continua in  !  e derivabile in 

   
! \ 4{ } . PoichŽ    f 4( ) = 4  e 

   

′f x( )=
−x 2+ 2 se x < 4

−e4−x se x > 4

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

, 

 

   
lim
x! 4"

#f x( )= 0  e 
   
lim
x! 4+

"f x( )= # 1. Quindi i coefficienti angolari delle rette tangenti al grafico 

di f nel punto angoloso sono  0  e   −1, corrispondenti a un angolo rispetto al semiasse posi-
tivo delle ascisse pari a  !  e    −! 4 rispettivamente. Quindi lÕangolo richiesto ha ampiezza 

  3π 4 . 
 
 

4. Calcolare la derivata della funzione  
   f x( )= xásin x , adoperando la definizione di d e-

rivata. ! 
 



 9 di 11 

 
Risposta.  

   
lim
h→0

x + h( )sin x + h( )−xsin x

h
= lim

h→0

x + h( ) sin xcosh+ cosxsin h( )−xsin x

h
=  

   
= lim

h! 0
sin xcosh"

1" cosh
h

#

$
%%%

&

'
((((xsin x + x + h( ) sin h

h
#

$
%%%

&

'
((((cos x

#

$
%%%%

&

'
((((
= sin x + xcos x , dove si sono usati i 

limiti notevoli 
   
lim
h! 0

1" cosh
h

= 0  e 
   
lim
h! 0

sin h
h

= 1. 

 
 

5. Determinare lÕarea della superficie compresa tra il grafico della funzio ne: 
 

   
f x( ) =

2x+ 1
x2 + x+ 1

,! 

 
le rette    y = 2,    x = 5  e lÕasse y. ! 

 

Risposta. Osservo che f • decrescente in 
  
0; 5!" #$, infatti 

   

!f x( ) =
2 x2 + x + 1( )" 2x + 1( )2

x2 + x + 1( )
2 =  

   

= !
2x2 + 2x! 1( )
x2 + x +1( )2

 e 
   
′f x( )≥0  per 

    
−1,37 !

−1− 3
2

≤ x≤
−1+ 3

2
! 0,37 . 

 
PoichŽ 

   f 0( ) = 1, 
   
f x( ) < 2 

   
∀x∈ 0; 5⎤⎦ ⎡⎣ . Quindi lÕarea richiesta • 

    
2! f x( )( )dx

0

5

" = 2!
2x +1

x2 + x +1

#

$
%%%

&

'
((((dx

0

5

" = 2x ! ln x2 + x +1( ))
*+

,
-.0
5

= 10! ln 31!6,57. 

 
 

6. Determinare lÕequazione della retta tangente al grafico della funzione 

   f x( )= x·e! x  !nel suo punto di flesso.! 
 

Risposta. 
   

!f x( ) = 1" x( )e" x  e    !!f x( ) = x" 2( )e" x . f ammette un punto di flesso 
   
F 2; 2e−2( )  e 

ivi la retta tangente al suo grafico ha equazione    t : y−2e−2 = ′f 2( )· x−2( )→ t : y = 4−x( )e−2 . 
 
 

7. La variabile casuale x ha densitˆ di p robabilitˆ data dalla funzione:  
 

   

f x( )=

1 3 se 0≤ x <1 2
7 12 se 1 2 < x≤ 3 2
1 2 se 3 2≤ x≤ 2

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎩

⎪⎪⎪⎪

; 

 
determinare la media e la mediana della variabile casuale x.  

 

Risposta. La media vale 
    
µ = xf x( )dx

0

2

! = x 3dx
0

1 2

! + 7x 12dx
1 2

3 2

! + x 2dx
3 2

2

! = x2 6"
#$

%
&'0

1 2
+  
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+ 7x2 24!

"#
$
%&1 2

3 2
+

   
x2 4⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥3 2

2
=

  

1
24

+
21
32
−

7
96

⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟+ 1− 9

16
⎛

⎝
⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟=

11
8

. 

 
Per determinare la mediana 

  
q1 2  trovo la fu nzione di ripartizione:  

   

F x( )=

0 se x < 0

x 3 se 0! x <1 2

7x + 2( ) 12 se 1 2< x ! 3 2

2x + 3( ) 4 se 3 2! x ! 2

1 se x > 2

"

#

$$$$$$$$$

%

$$$$$$$$$

. 

 

Ho che 
   
F q1 2( )=

1
2

!
7q1 2 + 2

12
=

1
2

! q1 2 =
4
7

. 

 
 

8. Determinare le coordinate dei punti nello spazio che giacciono sulla retta perpend i-
colare nel punto   1;  1;  1( )  al piano di equazione    2x ! y ! z = 0 , a distanza 6 da tale 
piano. ! 

 
Risposta. Chiamo  π  il piano dato; allora 

    
!
! 2; −1; −1( ) . La retta r perpendicolare a  π  nel 

punto dato ha equazione parametrica 

   

r :
x = 1+ 2t

y = 1−t

z= 1−t

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪⎪

 con    t ∈ ! . 

 
é richiesto di trovare le coordinate dei (due) punti su r, della forma 

   Pt 1+ 2t;  1! t;  1! t( ) , 

tali che     dist Pt ;  !( ) = 6 : 

   

2 1+ 2t( )− 1−t( )− 1−t( )

22 + −1( )2
+ −1( )2

= 6→
6 t

6
= 6→ t = 6→ t = ± 6 . 

Dunque i punti sono 
   
P

! 6
1! 2 6; 1+ 6; 1+ 6( )  e 

   
P

6
1+ 2 6; 1− 6; 1− 6( ) . 

 
 

9. Considerando la funzione 
   
f x( ) = ax+ 1( ) x  !definita in  !  e a valori in  ! , mostrare 

che le tangenti al suo grafico nei punti di ascissa Ð1 e 1 sono parallele alla bisettrice 
del secondo e del quarto quadrante, indipendentemente dal valore del parametro  a. 
Individuare inoltre il valore minimo del parametro a per cui la tangente al grafico 
nel punto di ascissa 1 forma con gli assi cartesiani un triangolo di area maggiore di 
3. ! 

 
Risposta. PoichŽ    f x( ) = a+ 1 x ,    ′f x( )=−1 x2  non dipende dal valore di a.  
La bisettrice del secondo e quarto quadrante ha coefficiente angolare Ð1 e 

   !f " 1( ) = " 1= !f 1( ) . 

PoichŽ 
   f 1( ) = a + 1 e    !f 1( ) = " 1 ,    t1 : y ! a +1( )= ! x ! 1( )" t1 : y = ! x + a + 2 . Tale retta in-

terseca gli assi in 
   
A 0; a+ 2( )  e 

   
B a+ 2; 0( ) . 
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LÕarea del triangolo AOB, dove    O 0;  0( ) , • 
   
A a( ) =

1
2

a+ 2( )2
. Si chiede il valore minimo di a 

per cui 
   A a( )> 3 : 

   

1
2

a+ 2( )2
> 3 ! a+ 2( )2

> 6! " 6 < a+ 2< 6 ! " 6" 2< a< 6" 2. 

Tale minimo non esiste. 
 
 

10. Dimostrare che la derivata della funzione !
  
f x( ) = eax  • la funzione    !f x( )= a·eax . 

 
Risposta. Considero a un parametro reale. Se con ÒdimostrareÓ si intende a partire da quan-

to acquisito durante le lezioni, allora il quesito • banale: 
   

!f x( ) = eax( )! = ax( )! eax = aáeax  (ba-

sta conoscere la derivata della funzione esponenziale e la regola di derivazione delle fun-
zioni composte).  
 
Altrettanto banale • osservare che   

′f x( )  • una funzione.  
 
Altrimenti • possibile dimostrarlo a partir e dalla definizione di derivata:  

   
lim
h! 0

ea x+h( ) " eax

h
= lim

h! 0

eah " 1
h

eax  =
a# 0

 a lim
h! 0

eah " 1
ah

eax =
ah=t

a lim
t! 0

et " 1
t

eax = aáeax , dove nellÕultimo 

passaggio si • fatto uso del limite notevole 
   
lim
x! 0

ex " 1
x

= 1. Quindi 
   
′f x( ) = aáeax  con 

    a∈!\ 0{ } .  

Se    a= 0 allora    f x( ) = 1 e 
   
′f x( ) = lim

h→0

1−1
h

= 0 , dunque 
   
′f x( ) = aáeax  con    a ! ! . 

 
Per completare la dimostrazione rimane da provare il limite notevole:  

   

lim
x! 0

ex " 1
x

=
0
0

#

$
%
%

&

'
(
(
 =

ex" 1= t

 lim
t! 0

t
ln t + 1( )

=
1

lim
t! 0

ln t + 1( )
t

=
1

lim
t! 0

ln t + 1( )1 t =
1

ln lim
t! 0

t + 1( )1 t( )
 =

t= 1 z

  

   

= 1
ln lim

z! ± "
1+ 1 z( )z( )

:= 1
ln e

= 1 . 


