Liceo Scientifico Paritario “R. Bruni” Padova, loc. Ponte di Brenta, 12/11/2019

Soluzione

Verifica di Matematica
ClasseV Sezione T

Risolvi uno dei due problemi.

1. Un farmaco viene somministrato a un paziente per via orale.
Nelle prime sei ore a partire dall’istante t = O in cui il farmaco viene somministrato, la

concentrazione (in mg/!) del farmaco nel sangue del paziente & ben modellizzata da
una funzione del tipo

con 0!

l.

f(t)= altle ™,
t! 6,dove a,b! ®; +" Feteil tempo (espresso in ore).
p p

Determina i valori di ae b, sapendo che la massima concentrazione del farmaco
nel sangue del paziente, uguale a 6 mg/!, viene raggiunta dopo esattamente 2
ore dall’assunzione.

Verificato che, in corrispondenza dei valori di a e b individuati al punto
precedente, 'espressione analitica della funzione f & f(t)= 3t!e""?, traccia il

grafico della funzione f e quello della sua derivata f! in tutto il loro dominio
naturale, mettendo in evidenza il tratto relativo al problema (cioe quello per
0! t! 6). Specifica in particolare in quale istante dellintervallo 0! t! 6 la

velocita con cui varia la concentrazione del farmaco nel sangue del paziente
risulta minima.

Dopo le prime sei ore, la concentrazione del farmaco nel sangue decresce in modo
lineare fino alla completa eliminazione e tale decrescita puo essere modellizzata dalla
retta tangente al grafico della funzione f nel punto in cui t= 6.

1ii.

Determina dopo quanto tempo dalla somministrazione il farmaco sara
completamente eliminato dal sangue del paziente e scrivi l’espressione analitica

della funzione g(t) che esprime come varia la concentrazione del farmaco nel

sangue in tutto l'intervallo di tempo dallistante t= 0 all'istante di completa
eliminazione.
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Risposta.

i. Determina i valori di ae b, sapendo che la massima concentrazione del farmaco
nel sangue del paziente, uguale a 6 mg/!, viene raggiunta dopo esattamente 2
ore dall’assunzione.

Ho due informazioni, f(2)=6 e f!(2)= 0; dato che f!(t)= a(1" bt)e' ", risolvo quindi il

sistema
f(2) 6 a&t?® = (0= 3 = 3e
£1(2) 0 a(1& 2b) e&Zb gé g g =12

ii. Verificato che, in corrispondenza dei valori di a e b individuati al punto

precedente, 'espressione analitica della funzione f & f(t)= 3t!e""?, traccia il

grafico della funzione f e quello della sua derivata f! in tutto il loro dominio
naturale, mettendo in evidenza il tratto relativo al problema (cioe quello per
0! t! 6). Specifica in particolare in quale istante dellintervallo 0! t! 6 la
velocita con cui varia la concentrazione del farmaco nel sangue del paziente
risulta minima.

f(t)= altle " # f(t)= 3ed® V2 4 f(t)= 3t& Y2 Studio la funzione ricavata.
- dominio (naturale): ! .
- parita: poiché —6€e? = f (—2) =+ f(2) = + 6, la funzione non e né pari né dispari.

-segno: f(0)=0e f(t)>0 pert! O.

. - f(t
- limiti significativi ed eventuali asintoti: lim f(t)= —oo, lim T)z +#
t——o0 [
n 3t ! H 3 —
IIE_n f % m& Ilm (1+t/2 3[ n ?’c t!lm (1+t/2 - O'

2
Quindi il grafico della funzione non ammette asintoti verticali né obliqui; per t! +"

ammette un asintoto orizzontale di equazione a,;:y=0.

- crescenza: poiché f(t)" 0# §(2$ t)e® " 0# t%2, la funzione & crescente per t< 2 e

ammette un massimo (assoluto) M(2; 6).

- convessita: poiché f!(t)" 0# %(tﬂs 4) e®V2" 0# t" 4,lafunzione & convessa per t> 4 e

ammette un punto di flesso (a tangente obliqua) F(4; 12/€)! (4; 4,4).
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- grafico:

Dal grafico di f deduco il grafico di f!; posso analizzare la convessita di f! studiando il
segno di fM(t): poiché fi(t)" O# §(6$ t)e®?" 0# t<6, f! & convessa per t< 6. Inoltre

risulta f!(t) > 0, per t< 2, ammette uno zero in t= 2; f! e crescente per t> 4 e ammette

un minimo (assoluto) in t= 4, valore per il quale la velocita con cui varia la
concentrazione del farmaco nel sangue del paziente risulta minima.
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iii. Determina dopo quanto tempo dalla somministrazione il farmaco sara
completamente eliminato dal sangue del paziente e scrivi I’espressione analitica

della funzione g(t) che esprime come varia la concentrazione del farmaco nel

sangue in tutto l'intervallo di tempo dallistante t= 0 all'istante di completa
eliminazione.

L’equazione della retta tangente al grafico di f nel suo punto di ascissa 6 e:
y! f(6)=1f"(6)(t! 6)# y! 18¢°=1 6€*(t! 6)# y=! 6(t! 9)€*.

Il farmaco sara completamente eliminato dopo 9 ore, corrispondete al valore di t per il
quale la retta interseca 1’asse delle ascisse.

3tleh V2 seO# t# 6

t)= :
9(t)= 2. 6(t" 9)e? se6<t#9
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2. In figura e tracciato il grafico della funzione derivata di una funzione f derivabile due
voltein ! . Laretta ¢ tangente al grafico di f! nel punto di ascissa 1.

i.

l.

1ii.

Risposta.

i.

v
Ly

o-
——
L
=N
w

Qual ¢, per la funzione f, la natura dei punti x= 0, x=2 e x= 37
Scegli, tra le seguenti diseguaglianze, quella corretta, motivando adeguatamen-

te la tua risposta:
(1) b) £(0)> f(3)> f(1)> f(2);

a) f(0)< f(3)< f(2) ;
(3); d) f(0)< f(9< f(2)< f(3).

< f
o) £(0)> f(1)> f(2)> f

Quanti sono i punti del grafico di f in cui la tangente & parallela alla bisettrice
del primo e terzo quadrante? Quanti i punti in cui la tangente e parallela alla bi-
settrice del secondo e quarto quadrante?

Traccia un grafico qualitativo della funzione f!. Supposto f(0)=5e f(2)=3,
scrivi I'equazione della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa 2.

Qual ¢, per la funzione f, la natura dei punti x= 0, x=2 e x= 37
Scegli, tra le seguenti diseguaglianze, quella corretta, motivando adeguatamen-

te la tua risposta:
() b) £(0)> f(3)> f(1)> f(2);

a) f(0)< f(3)< f(2) ;
(3); d) f(0)< f(9< f(2)< f(3).

< f
o) f(0)> f(1)> f(2)> f

In un intorno ! (0) dello 0 noto che f!(x)< 0, !x" #(0)\ {0} e che f!(0)= 0. Questo signi-
fica che f & decrescente in ! (0)\ {0} e percid O(0; 0) rappresenta per il grafico di f un pun-

to di flesso a tangente orizzontale.
In ! "(2) noto che f!(x) & decrescente, ovvero f!(x)<0, Ix" #°*(2). In ! *(2) noto che

fi(x) & crescente, ovvero f!(x)>0, !x" #*(2). Dunque x= 2 rappresenta un punto di

minimo per f!, f!(2)= 0. Ne consegue che x= 2 rappresenta per la funzione f un punto

di flesso a tangente obliqua (in effetti f!(2)="5).
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In ! " (3) noto che fl(x)<0, !x" #° (3), ovvero ivi la funzione f & decrescente. In ! *(3)
noto che f!(x)>0, Ix" #*(3), ovvero ivi la funzione f & crescente. Dunque x= 3 rappre-

senta uno zero per f!, f/(3)=0. Ne consegue che x= 3 rappresenta per la funzione f un
punto di minimo relativo.

Osservo che f!(x) & positiva solo per x> 3 e si annulla per x= 0V x= 3. Ne consegue che

f e decrescente per X< 3! x" 0, crescente per X> 3 e ammette un minimo in Xx= 3. Dun-
que f(0)> f(1)> f(2)> f(3), ovvero l'ipotesi vera ¢ la c).

ii. Quanti sono i punti del grafico di f in cui la tangente ¢ parallela alla bisettrice
del primo e terzo quadrante? Quanti i punti in cui la tangente e parallela alla bi-
settrice del secondo e quarto quadrante?

I punti del grafico di f nei quali la tangente ¢ parallela alla bisettrice del primo e terzo qua-
drante sono i punti X, tali che f!(x;)= 1. Esiste un solo X, soddisfacente a questa condi-

zione, precisamente 3< X,< 4. Geometricamente sono i punti di intersezione del grafico
di f! conlaretta y=1.

Invece i punti del grafico di f nei quali la tangente ¢ parallela alla bisettrice del secondo e
quarto quadrante sono i punti X, tali che f’(x,)= —1 e ne esistono tre: il primo in } 1; 05,

il secondo in !0; 1% e il terzo in !2; 3%. Geometricamente sono i punti di intersezione del
p

graficodi f! conlarettay=1 1.

iii. Traccia un grafico qualitativo della funzione f!. Supposto f(0)=5e f(2)=3,
scrivi I'equazione della retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa 2.

In § " 0% ?; +" ¢noto che f!(x) & crescente, ovvero f!(x)> 0. +]y @
In '0; 2§ noto che f!(x) & decrescente, ovvero f!(x)<0.In x=0 s

f! ammette un massimo relativo e in Xx= 2 un minimo relativo,

quindiivi f! & nulla.

Noto che in § " ; 13 f! & concava (f¥(x)< 0, ovvero f! decre- t

scente) e che in i; +! ﬂé convessa ( f!(x)> 0, ovvero f! crescen-
te). Questo lo capisco osservando la retta tangente al grafico di f!
in x= 1. Ne consegue che x= 1 rappresenta per la funzione f! un

punto di flesso ovvero per f! un minimo relativo.

Un possibile grafico di f! & rappresentato qui a fianco, assieme al Q

-5

grafico di fl.

La retta tangente al grafico di f nel suo punto di ascissa 2 ha equazione
y! £(2)= f(2)(x! 2)# y! 3=15(x! 2)# y=13! bx.
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Risolvi duedei quattro quesiti.

1

1. Stabilisci il numero degli asintoti verticali della funzione f(x) = W
X(Inx!

Risposta.
D, = {x‘x! I " x(Inx# 3)+ 1% 0" x> O}.
Sia g(x)= x(Inx! 3)+ 1. La funzione ammette esattamente due zeri in D,, infatti

g'(x)" 0# Inx$ 2" O# x" €, ovvero:

: . Inx" 3
1 f p t I , 2 " + — + -
a funzione g & decrescente in ;€ g, LIT g @) # 11 Llrgl 1
H
= lim ———+ 1= lim (" x)+ 1= 1> 0 (per il Teorema della permanenza del segno la fun-

xt o " ]/x X 0

zione @ positiva in un intorno destro dello 0) e g(ez) = 1! €< 0, quindi esiste esattamente
un x,! @; € tale che g(x,)= 0.

- la funzione g & crescente in #2; + | %, g(ez): 1 €<0e lim g(x)=+" (per il Teore-
ma della permanenza del segno la funzione & positiva in un intorno di +! ), quindi esi-
ste esattamente un X, ! %f; +" ftale che g(x,)= 0.

Quindi D, = p H; +! %{Xl, X2}
Ma allora lim f(x)= lim——= $-72 1 (e lim f(x)= lim—== $5'2 +( ; quindi |
a allora i = — = =, = ! e 1 = +—: raianli=® , quindil la
X! xj X! X} g()() ﬁ& X! X5 x! X g(X) %& q

funzione f ammette esattamente due asintoti verticali.

2. Stabilisci a quali dei seguenti limiti & possibile applicare il Teorema di de 1"'Hopital,

dandone esauriente spiegazione:
3 n

) . sin®x" x®
i lim——;
x!' 0 X
.. 2X+ sinx
ii. lim —————;
X+ X+ COSX
In X
o lim—.
X 0" sin X

Calcola quindi i tre limiti.

Risposta.
La regola di de I'Hopital afferma che date due funzioni f e g derivabiliin ! (x,), x,! * , tali

che:
f(x 1
- lim Q sia della forma g 0 +—;

X% g(X) + |

7di10



T _,

Allora lim—=~=1.
x! Xg g(x)

Noto che tale teorema & applicabile solo al primo limite: nel secondo non & applicabile per-
ché non rispetta la seconda condizione; nel terzo neppure in quanto non rispetta la prima
condizione.

. sin®x" x® _ &M . 3sin®xcosx” 3x®
i lim——= =1lim =0;
x!' 0 X x!' 0
sin x
: X|2+ ——
. . 2X+sinx _ |+oo : X ) . .
ii.  lim = = lim = 2, dove si sono tenuti conto dei se-
x—>too X+ COSX  |+00| x—o+e COSX
X |1+
X

guenti risultati, trattati in classe: “infinito” + “limitato” = “infinito” e “limita-
to” /”infinito” = “infinitesimo”’;

i, lim "X = gi}: "
X0 sinX &)

3. Trai trapezi isosceli circoscritti a una semicirconferenza di raggio 1, determina quello
di area minima. Questo trapezio & anche quello di perimetro minimo?

Risposta.

A R H o B
In riferimento alla figura, OT=1=DH. Sia AO= x> 1.1 triangoli DAH e TAO sono tra

loro congruenti per il secondo criterio di congruenza dei triangoli generalizzato

(DAH! TARO in comune, DHA! —! ATO per costruzione e DH = OT per ipotesi).
> p perip

Quindi AD= x e AH = Vx?! 1, dacui CD= 2(AO! AH)= 2(x! X1 1).
La funzione da minimizzare ¢ la funzione area:
(AB+ CD)DH 2+ 2(x" Ve 1)ja
A= I A(X)= !
2 2
8di1l0
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2 %<0 %" 0
$x+2x$1..0#2X2$1..X#&x< Yo 2
Ix2$ 1 (x2$ 1" 0 -(4(x $1)" X

%0

Poiché A!(x)" O# #

<0
I §9( Y 2 21 x" #1% X%i, la funzione ammette un minimo
ﬁx" #1$ x%1 EX #—=FX%— J3

NN

quando la base maggiore & 4/ V3.

. . . $x+3Wx°$ 1
Considero la funzione 2p(x)= 2(3x! ¥x?! 1|; poiché 2p!(x)" 0# ————=—"=" 0O#
) ( ) ) 2Vx*$ 1
I 3VX2" 1# x| <0 #0 I 1( X# 3 1t d
I X n X | I X " X , N . . s
020 14 O( (Xz.. 1)# 2 ) "I 03 il trapezio di area mini

ma non & anche quello di perimetro minimo (che & quello con base maggiore 3/+/2).

4. Determina per quali valori dei parametri reali g be cla funzione

f(x)=

ax®+ bx*+ 2x+3 se!l 1" x<0

I x>+ bx+ c se0" x" 1
soddisfa nell’intervallo # 1 1§/ le ipotesi del Teorema di Rolle. Per i valori di g be ¢
trovati rappresenta il grafico di f.

Risposta.

La funzione risulta essere continua in } 1; 1§ {0} e derivabile al suo interno perché poli-
nomiale, ! a,b,c" ! .

Impongo la continuita in x= 0: lim f(x)= f(0)= lim f(x)! c= 3. (*)

xt 0 x 0

f1(x)= B3+ 2bc+ 2 se” 1< x<0
"2x+ Db se0< x<1

Impongo la derivabilita in x= 0: lim f#(x): lim f#(x)! b= 2.

x!' 0 x! O
Impongo la condizione f(—1)= f(1) —»—a+ B—2+ 3= —1+ B+ c— a+ c= 2; utilizzando

(*) ricavo a="! 1.
Rimane da rappresentare il grafico di

(x*+x+1)(3! x) se! 1" x<0

o) @ ) seor a1
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La funzione ha dominio D, = } 1; 1§ ed & ivi positiva. Inoltre f(! 1)= 4= f(1). Poiché

" (3X2" 4x" 2) se" 1< x< 0
02(1" X) se 0# x< 1

f!(x):

n 0 . o e
la funzione f & crescente in éZ! \/10) / 3; 1Y e ammette un punto di minimo

&
m"2! J10 1331 204107
3

0%
i1 (1 0,4; 2,6). Poiché
27 &

2(2" 3x se" 1< x<0
f!!(X): : ( ) ,
"2 se 0# x<1
la funzione f & convessa in } 1; 0§ e ammette un punto di flesso F(0; 3).

Il grafico di f e il seguente:

Y &
4
f
3.5
3
2.5
2
1.5
1 1)
0.5 ®\
X
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 ra
Ld

i. Tempo a disposizione: 3 ore.

ii. Eammesso l'uso della calcolatrice in accordo con I'allegato alla nota MIUR n. 5641 del 30 marzo
2018.

iii. Punteggio massimo 20 p.ti. Per la sufficienza e necessario raggiungere il punteggio di 12 p.ti.
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